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Folgen und Grenzwerte

Unter einer versteht man eine Abbildung f : N — R. Jedem
n € N wird ein a, € R zugeordnet. Man schreibt (a,)necn oder

(31,32,...)

an = a definiert die fir alle ne N
&y = % definiert die Folge (1, %, %, %, o)

ap = (—1)" definiert die Folge 1,—-1,1,—1, ...
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Folgen und Grenzwerte

ai=1,a,=2-a, 1 definiert 1,2,4,8, ...

ag=0,a1=1 a,=a,_1+an>

definiert 0,1,1,2,3,5,8,13, ...

Leonardo Fibonacci versuchte damit 1202 das Wachstum
einer Kaninchenpopulation zu beschreiben.
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Folgen und Grenzwerte

Eine Folge (an)nen heiBt gegen a € R, falls gilt: Zu
jedem € > 0 existiert ein ng € N, sodass |a, — a| < € fiir alle

n > ng.

Beachte, dass ng von € abhangt!

Falls f gegen a konvergiert, so nennt man a den von f
und schreibt:

lim a, = a oder a, — a fir n — co.
n—o0

Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heiBt
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Folgen und Grenzwerte

Eine Folge die nicht konvergiert heiBt

Der Grenzwert einer Folge ist, falls er existiert, eindeutig.

Fiir den Beweis brauchen wir erst wichtige Eigenschaften des
Betrags und insbesondere die Dreiecksungleichung.
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Einschub — Betrag und Dreiecksungleichung

Der Absolutbetrag hat folgende Eigenschaften
VxeR: x| >0A(]x]|=0=x=0)
Vx,y €R:|x-y| = x| -]yl
Vx,y e R:|x+y| < |x|+ |yl

Fiir a,x,e € R mit € > 0 gilt:
x| <eex<eund —e< x & —e<x<e€
Ix—al<esa—e<x<a+te

Diese Aussagen gelten auch, wenn man < durch < ersetzt wird.
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Folgen und Grenzwerte

Sei (an)nen eine konvergente Folge. Angenommen, der Grenzwert

ist nicht eindeutig: Ja,a’, a# 3 : lim a,=aA lim a,=4".
n—o0 n—o0

Dann existiert ein e mit 0 < e < |a— d'|/2 = 2e < |a— &|.

Da sowohl a als auch a’ Grenzwert sind, muss ein ng existieren,

sodass fiir alle n > ng: |a, — a| < e und |a, — a'| < e. Damit gilt

aber dann auch

la—d|=la—an+an—3|<|an—a|l+|an— 3| < 2¢

Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, sodass a = a’ gelten
muss. O
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Folgen und Grenzwerte

Die konstante Folge (a, a, ...) konvergiert gegen a.
Fiir die Folge (3 )nen gilt n||_>rr;0 ==0.

Die Folge (—1)" divergiert.

Beweis: Angenommen, die Folge wiirde gegen a konvergieren,
dann gibt es nach Definition fiir ¢ = 1 ein n, sodass

lan — a| < 1 fiir alle n > ng. Es gilt aber

2=laps1 — an| = |(an+1 — a) + (2 — an)|

< |ant1 — al + [an —

<1l+1=2

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O
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Folgen und Grenzwerte

Eine Folge f = (ap)nen heiBt ( )

, falls es eine Konstante K € R gibt, sodass a, < K fiir
alle n € N (a, > K fiir alle n € N).
Eine Folge heiBt falls |ap| < K fiir alle n € N.

Eine Folge f = (ap)nen heiBt , falls
ein ng € N existiert, sodass fiir alle n > ng, a, > 0 und
(ain)nGN,nzno gegen 0 konvergiert.
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Folgen und Grenzwerte

Jede konvergente Folge f ist beschrankt.
Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes gilt natiirlich nicht, da
z.B. a, = (—1)" beschrénkt, aber nicht konvergent ist.

Sei lim a, = a und ny € N so gewahlt, dass |a, — a| < 1 fiir alle
n—oo

n > ng. Daraus folgt |a,| = |a+a, — a| < |a| +|a, — a| < |a| + 1

fiir alle n > ng.

Setze K := max(|a1], |az2|, -, |any—1,|a| + 1), dann ist |a,| < K

fir alle n € N. O
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Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Seien f = (ap)nen und g = (bp)nen zwei konvergente Folgen und
c € R. Dann definieren wir:

f +& = (an)nen + (bn)nen = (an + bn)nen
c-f=c-(an)nen = (€ - an)neN
i g = (an)nEN : (bn)nGN = (an : bn)nEN

L= {onhoet — () falls (by) # O fiir alle n € N
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Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Seien f = (ap)neny und g = (bp)nen zwei konvergente Folgen und
c € R. Dann gilt:
o (F &) = Ion (an) 4 g (bn)

lim c-f=c- lim (a,)

n—o0 n— o0
e f 8= i fan) - Jig (bn)
T )
lim L= "rmoo(b j falls b, # 0 fiir alle n € N und lim b, # 0.
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Rechenregeln fiir konvergente Folgen

2 :
Berechne den Grenzwert von a, = % mit n € N:

3n2 13n 13
. , i I
2 2
Kiirze mit n?: a, = 2 =12
el 2
Mit lim £ =0und lim & =0:
n—oo N n—oo N

,,I'_>ngo(3+") 3undn||_>r'go(1 )=1

n2
Damit gilt insgesamt:

. 13

.3l im G+T) 5
lim g = =31 =3
n—00 1—72 nlmw(l_nj)

Susanna Pohl | Vorbereitungskurs Mathematik zum Sommersemester 2015 — Folgen und Reihen



technische universitat
dortmund

Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Seien (a,)nen und (bp)nen zwei konvergente Folgen mit a, < by,
Dann gilt auch lim a, < lim b,

n—o0 n—o0o

Seien (an)nen, (bn)nen und (cn)nen Folgen mit a, < b, < cp.

Seien (an)nen und (cn)nen konvergent und lim a, = lim c,.
n—0o0 n—o0

Dann ist auch (b,)nen konvergent und es gilt

lim a, = lim b, = lim c,.
n—oo n—oo n—o0
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Monotone Folgen und Teilfolgen

Eine Folge (an)nen heiBt
, falls a, < a,yq fiiralle n e N
. falls a, < apyq fiir alle n e N
, falls a, > apyq fiir alle n € N

. falls a, > apy; fiir alle n € N

Sei (an)nen eine Folge und n; < np < n3 < ... eine aufsteigende
unendliche Folge natiirlicher Zahlen, dann heiBt (a,, )ken = an,, an,
eine der Folge (a5)nen.
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Monotone Folgen und Teilfolgen

Besitzt eine Folge (an)nen
eine divergente Teilfolge oder

zwei konvergente Teilfolgen (ap, )ken und (ap,)jen mit

lim (an,) # lim (a,,) so ist die Folge divergent.
k—00 |—00
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Monotone Folgen und Teilfolgen

Jede beschrankte monotone Folge ist konvergent. Genauer
formuliert:
Ist £ = (an)nen monoton wachsend und nach oben
beschrankt, so ist f konvergent und es gilt
lim a, =sup{a, | n € N}.
n—o0

Ist £ = (an)nen monoton fallend und nach unten beschrankt,
so ist f konvergent und es gilt lim a, = inf{a, | n € N}.
n—oo
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Monotone Folgen und Teilfolgen

Jede beschrénkte Folge (an)nen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Fiir eine Folge (an)nen heiBt a , wenn es eine
Teilfolge (an, )ken von (an)nen gibt und klim (an,) = a.
— 00
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Monotone Folgen und Teilfolgen

Eine Folge (an)nen heiBt , wenn gilt:

Ve > 03dng € NVn > ng = |a, — an,| < €

Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

Besitzt die Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge, so ist die
Cauchy-Folge selbst konvergent.

Eine Folge (an)nen ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.
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Reihen

I\éloan nennt den formalen Ausdruck

> ak =a1+ax+... mit ax € R eine (unendliche) und

k=1
n

Sn = »_ ak die n-te Teilsumme.
k=1
Wenn die Folge der Teilsummen konvergiert, dann heit die Reihe

. Eine nicht konvergente Reihe heiBt

o0
Konvergiert sogar »_ |ak|, so nennt man die Reihe
k=1
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Reihen

[o¢]
Die Reihe ) ajx konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0

k=1
n

> A

k=m

ein ng € N gibt, sodass < e fiir alle n > m > ng.

n

Es gilt offensichtlich s, — s, = > ax.

k=m+1
o
Eine Reihe ) ax mit ax > 0 fiir alle k € N konvergiert genau
k=1

dann, wenn die Folgen der Teilsummen beschrankt sind.
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Reihen

o o0
Seien ) ai und ) by konvergente Reihen, so sind auch

k=1 k=1
> (ak + bk) und > (ak — bk) konvergent, und es gilt:
ko:ol ook:1 ~
Z(ak+bk): Z ay + Z by
k=1 k=1 k=1
> (ak—bi) = 22 a+ X br
k=1 k=1 k=1
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Reihen
o0
Ist die Reihe > aj konvergent und ¢ € R, dann gilt:
k=1

o o0
dYcrak=c- ) ak
k=1 k=1

o o0
Fiir jedes | € N mit / > 1 gilt: > ax konvergent & > aj
k=1 k=1

konvergent.
o0

Sind die Reihen 3~ ax und > by konvergent und gilt
k=1 k=1

00 00
akgkakeN,sogiItZak§Zbk
k=1 k=1
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Reihen

o0
Sei > ax eine monoton fallende Folge reeller nicht negativer
k=1
Zahlen mit klim ax = 0. Dann konvergiert die alternierende Reihe
—00

> (—1)<ax.

k=1
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Absolute Konvergenz

o0
Konvergiert sogar > |ak|, so nennt man die Reihe
k=1

o

Wenn die Reihe ) aj absolut konvergiert, so konvergiert sie auch
k=1

im gewdhnlichen Sinne.
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Absolute Konvergenz

oo
Sei > ¢k eine konvergente Reihe mit ausschlieBlich
k=1
nicht-negativen Gliedern und (ax)xen eine Folge mit |ax| < ¢ fiir
o0

alle k € N, dann konvergiert die Reihe " aj absolut.

k=1
o0
Sei > ck eine divergente Reihe mit ausschlieBlich nicht-negativen
k=1

Gliedern und (ag)ken eine Folge mit ax > ¢, fiir alle k € N. Dann
(o)

divergiert die Reihe ) a.
k=1
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Absolute Konvergenz

o0
Die Reihe Z k2f konvergiert,
da 7 \F < k2 und kzl 7 fur n > 1 konvergiert.
o0
Damit konvergiert natiirlich auch Y~ 2 =a- %.

k=1
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Absolute Konvergenz

o0
Sei > ay eine Reihe. Gibt eseinc e Rund g€ R mit 0 < g < 1,
k=1
sodass |ax| < ¢ - g fiir alle k € N, dann ist die Reihe absolut
konvergent.

o0

Wir betrachten die Reihe > (x + %)% mit 0 < x < 1.
k=1

Es gilt {/(x + 1)k = (x + %) und Jim (x + %) = x < 1. Damit
—00

konvergiert die Reihe.
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Absolute Konvergenz

[e.°]

Sei > ay eine Reihe mit a, # O fiir alle k > ng. Es gebe eine Zahl
k=1

g€ R mit 0 < g <1, sodass
die Reihe absolut konvergent.

Ak+1
k

< q fir alle k > ng, dann ist
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Absolute Konvergenz

o0
g o k. o
Die Reihe ) 7y ist absolut konvergent fiir alle x € R.
k=1
Fiir x = 0: trivial.

Fijrx;éO:Setzeak:Xk—kI#OfUrallekeN.

Ak+1 X _ |X|
ax |~ | k+1| T k+1

= lim 2L =0
k—00 k+1

Daraus folgt die Konvergenz.
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Absolute Konvergenz

o0

Sei > ai eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert jede
k=1

Umordnung der Glieder der Reihe gegen den selben Grenzwert.
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Die Exponentialreihe

oo
Fiir jedes x € R ist die exp(x) = > %y absolut
konvergent.

Die Exponentialreihe definiert die
e=exp(l)= > % =2,71828...
k=1

Es gibt weitere Darstellungen der Eulerschen Zahl, z.B.:

e= lim == oder e = lim (1 + 1)
n—oo Vn! n—)oo( ”)
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Die Exponentialreihe

Fiir die Exponentialreihe exp(x) gelten folgende Eigenschaften:

Vx,y € R:exp(x + y) = exp(x) - exp(y)
Vx € R:exp(—x) =

Vx € R:exp(x) >0
Vn € Z: exp(n) = e"

exp
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Potenzreihen

Sei (ak)ken, eine Folge und x € R, dann ist eine
P(x) wie folgt definiert:
o0

P(X): Zak-xk:ao—i—alx—i—agxz—i—...
k=0
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