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Differenzierbarkeit einer Funktion

Seiac ACR und sei f: A— R eine Funktion. f heiBt
, falls der Grenzwert

f/(a) — )I([)na f(X) - f(a)
xeAday <2

existiert.
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Differenzierbarkeit einer Funktion

f'(a) heiBt die von f in a. Man kann die Ableitung auch
darstellen als f B — £(x)
+ h)—f(x
F(x) = lim =
CI= =

wobei wir nun Folgen hy mit hyx £ 0 und x + h, € A zulassen.

Susanna Pohl | Vorbereitungskurs Mathematik zum Sommersemester 2015 — Funktionen



technische universitat
dortmund

Differenzierbarkeit einer Funktion

f'(a) heiBt die von f in a. Man kann die Ableitung auch

darstellen als f B — £(x)
+ h)—f(x
F(x) = lim =X
(x) hino h

wobei wir nun Folgen hy mit hyx £ 0 und x + h, € A zulassen.

Ist die Funktion f : A— R (A C R) in a € A differenzierbar, so ist
sie in a auch stetig.
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Differentiations-Regeln

Seien f, g : A — R in a € A differenzierbar und ¢ € R. Dann sind
auch die Funktionen f + g,c-f,f-g: A— R in a differenzierbar
und es gelten folgende Rechenregeln:

Linearitdt: (f + g)'(a) = '(a) + g'(a)

Produktregel: (f - g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a)
Ist ferner g(x) # 0 fiir alle x € A, so ist auch die Funktion
g : A — R differenzierbar und es gilt:

f'(a)g(a)—f(a)g’(a)
g%(a)

Quotientenregel: (é)’(a) =
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Differentiations-Regeln

Sei I C R ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt besteht und
sei f : | — J eine stetige, streng monotone Funktion und

g = f~1: J— | deren Umkehrfunktion.

Ist f in a € | differenzierbar und gilt f'(a) # 0, so ist g in b = f(a)
differenzierbar und es gilt:

p _ 1 _ 1
€)= 7 = Filg()
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Differentiations-Regeln

Seien f : A— B und g : B— R (A, B C R) Funktionen. Sei f in
a € A differenzierbar und sei g in b = f(a) differenzierbar. Dann
ist die zusammengesetzte Funktion go f : A — R in Punkt a
differenzierbar und es gilt

(gof)(a) =g'(f(a)) - f'(a).
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Ableitungen hoherer Ordnung

Sei f: A— R mit A C R. Dann ist die (oder
) von f in a € A definiert als £(¥)(a)
(k € Np) mit
fO(a) = f(a)
fUtD (@) = (FK))(a) : A — R, falls die Ableitung von f(¥) in
a € A existiert.
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Ableitungen hoherer Ordnung

Fiir f : A — R benutzt man die Schreibweise (%), wenn die k-te
Ableitung fiir alle a € A existiert; f heiBt dann
. Ist £(K) auBerdem stetig, so heiBt f

Man schreibt auch
d“f(x)
dxk
fiir die k-te Ableitung im Punkt x.
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Ableitungen hoherer Ordnung

Sei keN,ceR,0 #ACRundseienf:A—Rund g: A— R
k-mal differenzierbar. Dann sind f + g,f — g,c - f,f - g und falls
g(x) #0 fir alle x € A g k-mal differenzierbar und es gilt:

(f + g)*(a) = F9)(a) + g1(a)
(f — &) (a) = fW)(a) — g(a)
(c- F)(a) = cf)(a)

~— —
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Ableitungen hoherer Ordnung

Sei keN,ceR,0 #ACRundseienf:A—Rund g: A— R
k-mal differenzierbar. Dann sind f + g,f — g,c - f,f - g und falls
g(x) #0 fir alle x € A f k-mal differenzierbar und es gilt:

f+g) ¥ (a) = f k)(a) +g(M)(a)

f —g)¥)(a) = fW)(a) — g¥)(a)

c- F)(a) = cf)(a) _

g)W(a) = E ()f( (a) - gk=1(a) (Leibnizsche Formel)
(g)w (5) = TONTE 2 ((£)(re(a)

g(a)

(
(
(
(-
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Ableitungen hoherer Ordnung

Sei ke NJAABCR,AB#0undseien f:A— Bundg: B —R
k-mal differenzierbar. Dann ist auch g o f k-mal differenzierbar.
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Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Sei f : A — R eine Funktion, dann hat f in x € A ein
( ), wenn ein € > 0 existiert, sodass
f(x) > f(y) (f(x) < f(y)) fir alle y mit [x — y| < € gilt.
Gilt sogar f(x) > f(y) (f(x) < f(x)), fur alle y # x mit
|x — y| < €, so spricht man von einem

( )-
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Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Die Funktion f : A — R besitze im Punkt x € A ein lokales
Extremum und sei in x differenzierbar. Dann ist f'(x) = 0.
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Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Sei f : [a, b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. f ist genau

dann
monoton w?clPsegd zgxgzg
. monoton fallen X)<
In [aa b] {streng monoton wachsend} » Wenn f'(x)>0 Vx € (aa b)
streng monoton fallend £/ (x)<0

Ist f in [a, b] streng monoton, so ist f dort auch injektiv.
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Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Sei f : A — R eine differenzierbare Funktion, die im Punkt x € A
zweimal differenzierbar ist. Falls f/(x) = Oundf”(x) > 0

(f"(x) < 0), dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum
(strenges lokales Maximum).
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Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Sei f : A — R eine differenzierbare Funktion, die im Punkt x € A
(n + 1)-mal differenzierbar ist. Falls
f'(x) = f@(x) =--- = f(" =0 und F("D(x) # 0, dann besitzt f

in x

ein strenges lokales Minimum, falls n ungerade ist und
fFr+(x) > 0,

ein strenges lokales Maximum, falls n ungerade ist und
fF(r+(x) < 0,

kein Extremum ( ), falls n gerade ist.
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Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Seien f, g : [a, b] — R zwei auf [a, b] stetige und auf (a, b)
differenzierbare Funktionen. Sei ¢ € [a, b] und g’(x) # O fiir

x € (a,b) \ {c}. o

Gilt limy_¢ f(x) = limy_c g(x) = 0 und existiert limy_,¢ 70 € R,
so existiert auch limy_, % und es gilt
limye 20 = fim, . £

X—rC g(X) X—C g/(X)'
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Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Sei f: A— R und a ein Haufungspunkt von A. Falls fiir alle
K € R ein § > 0 existiert, sodass f(x) > K fiir [x — a| < ¢, so
schreibt man lim,_,, f(x) = o.

Falls limy_,, —f(x) = 00 <= limy_,, f(x) = —oc.
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Lokale Extrema undMittelwertsatze

Seien f, g : [a, b] — R zwei auf [a, b] stetige und auf (a, b)
differenzierbare Funktionen. Sei ¢ € [a, b] und g’(x) # O fiir
x € (a,b) \ {c}.

Gilt limy_.c f(x) = limy_c g(x) = oo und existiert lim,_,. ;EX so
existiert auch limy_sc % und es gilt limy_c % = limy ¢ £ Eﬁ%
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Kurvendiskussion

1 Symmetrie
Verhalten am Rand des Definitionsbereichs

Nullstellen

A W N

Extrempunkte
Wendepunkte
6 Funktionsgraph
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